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რეზიუმე: 
რნბ-მატრიცის (Γ) დეტერმინანტის ათობითი ლოგარითმი ფართოდ გამოიყენება “აღნაგობა-თვისება” და 
“აღნაგობა-ბიოაქტივობა” მოდელირებისას. ნაჩვენებია რნბ-მატრიცის უნიშნო ლაპლასიანის მიხედვით გამოთვლის 
შესაძლებლობა და მისი ფორმა ნაჯერი ნახშირწყალბადებისათვის: Γ=2In + Q რადგან უნიშნო ლაპლასიანი დადებითი 
ნახევრადგანსაზღვრული მატრიცაა, (Γ) მატრიცის თითოეული საკუთარი მნიშვნელობა დადებითია. შესაბამისად, მისი 
დეტერმინანტის ლოგარითმი მატრიცის ლოგარითმის კვალს უდრის. სათანადო სპექტრული რადიუსის მქონე დამხმარე 
მატრიცის გამოყენებამ და მისი ლოგარითმის განვრცობამ ტეილორ-მაკლორენის მწკრივებში იმის გათვალისწინებით, 
რომ მატრიცის k-ური ხარისხის კვალი k-ურ სპექტრულ მომენტისა და ქვეგრაფების აღმოჩენის სიხშირეების გამოთვლის 
საშუალებას გვაძლევს,  შემდეგ განტოლებამდე მიგვიყვანა: GG ≈ 0.3663n + 0.2366m - 0.0267|K1,2| + 0.0005|K1,3| - 0.000036|D1,1| 
- 0.0005|C3 | - 0.00012|K1,4| - 0.00004|C3,1| - 0.000072|C4| + 0.000008|D2,1| + 0.000096|K1,5| + 0.000008|C4,1| + 0.000008|Φ1| + 
0.000008|C5| + 0.000016|C3,2| + 0.000032|Φ2|
აღსანიშნავია, რომ, პრინციპში, GG ინდექსის აპროქსიმაცია ნებისმიერი სიზუსტითაა შესაძლებელი შესაბამისი 
სპექტრული მომენტების გამოთვლის კვალდაკვალ.

საკვანძო სიტყვები:  ქიმიური გრაფი, თანაზიარობის მატრიცა, ტოპოლოგიური ინდექსი, უნიშნო ლაპლასიანი, მატრიცის 
ლოგარითმი

შესავალი
რიგობრივი ნომრებისა და ბმების (რნბ-) მატრიცის 
დეტერმინანტის ათობითი ლოგარითმი ფართოდ 
გამოიყენება “აღნაგობა-თვისება” და “აღნაგობა-
ბიოაქტივობა” კორელაციების შესწავლისას. ამ 
ტოპოლოგიური ინდექსის მეშვეობით გამოკვლეულია 
ნაერთთა სხვადასხვა კლასების წარმომადგენელთა 
ფიზიკური თვისებებისა და ბიოაქტივობის მათ 
სტრუქტურებზე დამოკიდებულება, მაგალითად, 
II მთავარი ქვეჯგუფის ელემენტთა ქლორიდების 
სტანდარტული თავისუფალი ენერგიები [1], 
ბინარული ნაერთების კრისტალური სტრუქტურების 
თავისებურებები [2], ნორმალურჯაჭვიანი მონო
ჰალოგენალკანების დუღილის ტემპერატურები 
[3], მჟავების დუღილის ტემპერატურები [4], 
1-S-ცისტეილაცეტოგლუკოზის სინთეზი [5] და სხვა 
მრავალი.

უნდა აღინიშნოს, რომ მოდელების წარმატე
ბული გამოყენება დამოკიდებულია მათ ინტერ
პრეტადობაზე, რაც, თავის მხრივ, განისაზღვრება 
არა მხოლოდ მოლეკულის აღნაგობის ჰოლისტური 
წარდგენით, არამედ მასში შემავალი ფუნქციური 
ჯგუფების ტიპით, რაოდენობით, თვისებებით, 
ურთიერთგავლენითა და წვლილით. ამრიგად, 
საჭიროა პირველადი ინვარიანტების სასრული 

ბაზისის შერჩევა და ტოპოლოგიური ინდექსის 
წარმოდგენა მათი წრფივი კომბინაციით. პირველადი 
ინვარიანტების სახით ბუნებრივია ქვეგრაფების 
(ფუნქციური ჯგუფების ალგებრული მოდელების) 
მოცემულ გრაფში აღმოჩენის სიხშირეების 
გამოყენება. ასეთ შემთხვევაში შესაძლებელი ხდება 
გრაფის ნებისმიერი ინვარიანტის შემდეგნაირი 
შეფასება:

სადაც f(G) G გრაფის ინვარიანტია, |Gj| წარმოადგენს 
Gj ქვეგრაფის G გრაფში აღმოჩენის სიხშირეს, ხოლო 
cj გარკველი სიდიდეა, რომელიც დამოკიდებულია 
ინვარიანტის ბუნებაზე და არ არის დამოკიდებული 
Gj ქვეგრაფზე [6]. cj სიდიდეების შესაფასებლად 
განსხვავებული მიდგომების გამოყენება შეიძლება 
[7], მაგრამ უკანასკნელ დროს უპირატესობა ენიჭება 
გრაფების სპექტრული მომენტებზე დამყარებულ 
მეთოდებს,  რადგან მათი მეშვეობით ქვეგრაფის 
აღმოჩენის სიხშირეების გამოთვლა იოლია. რაც 
შეეხება მათი წვლილის შეფასებას, მატრიცების 
ფუნქციებისა და მათი ტეილორ-მაკგოვერნის 
მწკრივების გამოყენება წარმოადგენს ეფექტურ 
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მიდგომას [8].

წინამდებარე ნაშრომი წარმოადგენს რნბ-მატრიცის 
დეტერმინანტის ლოგარითმის ქვეგრაფების 
წვლილის მიხედვით შეფასების მცდელობას.

ძირითადი ნაწილი
ცნებები და განმარტებები. 

რიგობრივი ნომრებისა და ბმების (რნბ) Γ მატრიცა 
შემდეგნაირად განისაზღვრება:

γij = {
Zi, თუ i=j, სადაც Zi  i-ური ატომის რიგობრივი ნომერია
bij,სადაც  bij   i და j  ატომებს შორის არსებული ბმის რიგია
0,თუ  i-ური და j-ური ატომები არ არის დაკავშირებული 
კოვალენტური ბმით

ცხადია, რომ Γ მატრიცა კვადრატულია და სიმეტრი
ული. ზემოხსენებული სახით Γ მატრიცა აიგება იმ 
მოლეკულური გრაფების შემთხვევაში, რომლებიც 
მოიცავენ წყალბადის ატომებს, ხოლო თუ მატრიცას 
განვსაზღვრავთ წყალბადის ატომების პირდაპირი 
გათვალისწინების გარეშე, მაშინ მის ელემენტებს 
შემდეგი სახე ექნება:

γi = Zi-hi = Zi + δi - vi                           (1a)

γij = aij + πij                                (1b)

სადაც hi i-ურ ატომთან დაკავშირებული წყალბადის 
ატომების რაოდენობაა, δi - წვეროს ხარისხი, ხოლო 
vi i-ური ატომის ვალენტობაა. aij თანაზიარობის 
მატრიცის  ელემენტია, πij i-ურ და j-ურ ატომებს შორის 
π-ბმების რაოდენობას წარმოადგენს.

რნბ-მატრიცის დეტერმინანტის ლოგარითმი (GG) 
შემდეგნაირად გამოითვლება:

GG = lg (det(Γ))                               (2)

აღსანიშნავია, რომ GG-ინდექსის მნიშვნელობა არ 
იცვლება გრაფში წყალბადის ატომების გაუთვალის
წინებლობით.

ალგებრულ გრაფთა თეორიის ზოგიერთი ცნება.

მატრიცების დახასიათება შესაძლებელია მათი 
კვალით:

 			 
		     (3)

კვადრატული მატრიცის კვალის გამოთვლა შესაძლე
ბელია მატრიცის სპექტრის მიხედვით:

                          (4)

სადაც λi მატრიცის საკუთარ მნიშვნელობებს წარმოა
დგენს.

მატრიცის დეტერმინანტის გამოთვლა შესაძლებე
ლია ამავე მატრიცის საკუთარი მნიშვნელობების 
მეშვეობითაც:

                 (5)

კვადრატული მატრიცების ფუნქციების შეფასება, 
ასევე, შესაძლებელია მატრიცის სპექტრის 
მეშვეობით [9]:

f(M) = V f(Λ)VT                                   (6)

სადაც V საკუთარი ვექტორების კონკატენაციით 
მიღებული ორთონორმალური მატრიცაა, ხოლო Λ - 
დიაგონალური მატრიცა, რომლის ელემენტებსაც M 
მატრიცის საკუთარი მნიშვნელობები წარმოადგენს. 
აღსანიშნავია, რომ [f(Λ)]ii=f(λi). როდესაც რეალური 
მატრიცის ყველა საკუთარი მნიშვნელობა დადები
თია, მატრიცის ნატურალური ლოგარითმი რეალური 
რიცხვებისაგან შემდგარ მატრიცას წარმოადგენს.

მარტივი გრაფი არ შეიცავს ორიენტებულ ან მრავალ
ჯერად წიბოებს. მისი უნიშნო ლაპლასიანი (Q) 
შემდეგნაირად განისაზღვრება:

Q = ∆ + A                                           (7)

სადაც Δ წვეროთა ხარისხებისაგან შედგენილი დია
გონალური მატრიცაა, ხოლო A - თანაზიარობის 
მატრიცა. მოცემული გრაფის უნიშნო ლაპლასიანი 
ამავე გრაფის  ინციდენციის მატრიცასა (R) და წიბო
გრაფის თანაზიარობის მატრიცასთან  (AL) მარტივი 
მიმართებებითაა დაკავშირებული:

Q = RRT                                          (8)

RT R = AL + 2I                                     (9)

რადგან როგორც RRT, ისე RTR მატრიცებს ერთი და 
იგივე არანულოვანი საკუთარი მნიშვნელობები 
გააჩნია, უნიშნო ლაპლასიანის საკუთარი მნიშ
ვნელობების გამოთვლა წიბოგრაფის სპექტრის 
მიხედვითაა შესაძლებელი:

ξj = λj + 2                                  (10)

სადაც ξj უნიშნო ლაპლასიანის, ხოლო λj  - წიბოგრაფის 
j-ური საკუთარი მნიშვნელობაა. 

უნიშნო ლაპლასიანის სპექტრული მომენტების (κk) 
წიბოგრაფის სპექტრული მომენტების (μk) მეშვეობით 
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გამოსახვა ამგვარად ხდება შესაძლებელი:

			 

             (11)

სადაც n და m გრაფის წვეროებისა და წიბოების 
რაოდენობაა. 

როგორც ცნობილია, უნიშნო ლაპლასიანი და
დებითი ნახევრადგანსაზღვრული მატრიცაა და 
მისი ნულოვანი საკუთარი მნიშვნელობების ჯე
რადობა გრაფის ბიპარტიტული კომპონენტების 
რაოდენობას უტოლდება. ალიციკლური ნაჯერი 
ნახშირწყალბადების გრაფ-თეორიულ მოდელებს 
ხეები (უციკლო გრაფები) წარმოადგენს; რადგან ხე 
ბიპარტიტული კომპონენტია, ნებისმიერი ნაჯერი 
ნახშირწყალადის გრაფს არაუმეტეს ერთი ნულოვანი 
საკუთარი მნიშვნელობა შეიძლება გააჩნდეს. კენტი 
რაოდენობის წევრების მქონე ციკლების შემცველ 
ნაჯერ ნახშირწყალბადებს საერთოდ არ გააჩნია 
ნულოვანი საკუთარი მნიშვნელობა [10].

შედეგები და მათი განსჯა
Γ მატრიცის შეფასება შესაძლებელია უნიშნო 
ლაპლასიანის გამოყენებით (იხ. განტოლება 1):

Γ = W + Δ + A = W + Q                       (12)

სადაც დამხმარე მატრიცის (W) ელემენტები შემდეგ
ნაირად გამოითვლება:

wii = Zi - vi                              (13a)

wij=πij                                    13b)

მოცემულ სტატიაში დასმული ამოცანის გადასა
წყვეტად საკმარისია ნაჯერი ნახშირწყალბადების Γ 
მატრიცის განხილვა, რაც დამხმარე მატრიცის გამო
თვლას გაამარტივებს:

wii = Zi - vi = 6 – 4 = 2                    (14a)

wij=0                                 (14b)

შესაბამისად:

W = 2In                              (15a)

Γ = 2I + Q                            (15b)

სადაც In წარმოადგენს n×n განზომილების მატრიცას 
ერთეულოვანი დიაგონალური და ნულოვანი 
არადიაგონალური ელემენტებით.

ნათელია, რომ Γ მატრიცა დადებითი განსაზღვრული 
მატრიცაა:

ωi = 2 + ξi = 4 + λi > 0

სადაც ωi  Γ მატრიცის, ξi  - უნიშნო ლაპლასიანის (Q), 
ხოლო λi - წიბოგრაფის (AL) i-ური საკუთარი მნიშ
ვნელობაა. ამდენად, Γ მატრიცის ლოგარითმის 
გამოთვლა შესაძლებელია მატრიცის ფუნქციით:

lg (Γ) = V lg(Λ)VT                            (16)

დეტერმინანტის საყოველთაოდ ცნობილი თვისებე
ბის მიხედვით გამოდის, რომ   

  (17) 

მატრიცების ფუნქციების გამოთვლა ტეილორ-
მაკლორენის მწკრივების მეშვეობითაც არის 
შესაძლებელი, თუ მოცემული მატრიცის სპექტრული 
რადიუსი განაპირობებს მწკრივის კრებადობას:

(18a)

ასეთ შემთხვევაში, მატრიცის კვალი გამოითვლება 
სპექტრული მომენტების მიხედვით:

μk = Tr(Mk)                               (18b)

	    (18c)

სპექტრული მომენტების გამოყენების უპირატე
სობას წარმოადგენს ის გარემოება, რომ ისინი 
დაკავშირებულია ქვეგრაფის აღმოჩენის სიხში
რეებთან, რაც გრაფის ინვარიანტებში ქვეგრაფების 
(და, მაშასადამე, ფუნქციური ჯგუფების) წვლილის 
შეფასების საშუალებას იძლევა.

აღსანიშნავია, რომ მატრიცის ლოგარითმის 
შემთხვევაში სპექტრული რადიუსი ერთზე ნაკლები 
უნდა იყოს (ρ(M)<1) [9]. Γ მატრიცის სპექტრული 
რადიუსის შეფასება უნიშნო ლაპლასიანის 
მიხედვით შეიძლება. ეს უკანასკნელი დადებითი 
ნახევრადგანსაზღვრული მატრიცაა, რომლის 
ნულოვანი საკუთარი მნიშვნელობების ჯერადობა 
უტოლდება ბიპარტიტული კომპონენტების რაო
დენობას, ხოლო წამყვანი (უდიდესი) საკუთარი 
მნიშვნელობა არ აღემატება  2Δ, სადაც  Δ  წვეროთა 
ხარისხებს შორის უდიდესია [11]. აქედან შეგვიძლია 
დავასკვნათ, რომ Γ-I მატრიცის სპექტრული რადიუსი 
[1,  2Δ+1] ინტერვალშია.

ამრიგად, Γ მატრიცის ნატურალური ლოგარითმის 
ტეილორ-მაკგოვერნის მწკრივი კრებადი არაა.

ესტრადასა და ბენცის რეკომენდაციის შესაბამისად 
განვიხილოთ დაყვანილი Γ მატრიცა:

 	                                   (19)
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სადაც ω1 Γ მატრიცის წამყვანი საკუთარი მნიშვნე
ლობაა და, როგორც ზემოთ (განტოლება 10) აღი
ნიშნა, უნიშნო ლაპლასიანის წამყვანი საკუთარი 
მნიშვნელობის (ξ1) მიხედვით გამოითვლება.

Γ(r)-I მატრიცის სპექტრული რადიუსი შემდეგი 
იგივეობის მიხედვით შეფასდება:

  (20)

როგორც ვხედავთ, U=Γ(r) - I მატრიცის სპექტრული 

რადიუსი  ინტერვალს მიეკუთვნება და, 
ამრიგად, აკმაყოფილებს მწკრივის კრებადობის 
კრიტერიუმს. აღსანიშნავია, რომ დაყვანილი Γ(r) 
მატრიცა დადებითი განსაზღვრული მატრიცაა და 
მისი საკუთარი მნიშვნელობების ნატურალური 
ლოგარითმები რეალურ რიცხვებს წარმოადგენს.

ზემოთქმულიდან გამომდინარე:

(21a)

და

 
(21b)

სადაც  ςk  U =  Γ(r)  - I მატრიცის სპექტრულ მომენტებს 
წარმოადგენს:

  (21c)

ნათელია, რომ  ς1=0 და

(22a)

ამდენად,

	 GG = GG(r) + lgω1
n                         (22b)

საბოლოოდ კი ვღებულობთ:

  

(23)

დაყვანილი მატრიცის სპექტრული	 მომენტების 
უნიშნო ლაპლასიანის მიხედვით გამოსახვა იოლ 
ამოცანას წარმოადგენს, ხოლო ამ უკანასკნელის  
ქვეგრაფების მიხედვით შეფასების პრობლემის 
ამონახსნი ერთ-ერთი ჩვენგანის მიერ ადრე 
გამოქვეყნებულ ნაშრომშია მოცემული [12]:

κ1 = 2m                                    (24a)

κ2 = 4m + 2|K1,2|                          (24b)

κ3 = 8m + 12|K1,2| + 6 |K1,3| + 6 |C3 |          (24c)

                           
κ4=16m + 50|K1,2| + 60|K1,3| + 24 |K1,4| + 

4|D1,1| + 60|C3|+ 8|C4|+ 8|C3,1|
   (24d)

 			 
κ5=32m+180|K1,2| + 390|K1,3| + 360|K1,4| + 
40|D1,1| + 10|D2,1| + 120|K1,5| + 390 |C3| + 
80|C4|+120|C3,1|+10|C4,1| + 10|Φ1| + 10|C5| + 
20|C3,2| + 40|Φ2 |

 (24e)

ამ გამოსახულებებში ქვეგრაფები სტანდარტული 
ნოტაციით არის მოცემული.

პრაქტიკული თვალსაზრისით მოსახერხებელია 
(23) განტოლების გამარტივება. თუ გავიხსენებთ, 
რომ ნაჯერი ნახშირწყალბადების შესაბამისი 
გრაფების წვეროების ხარისხებს შორის უდიდესი 
არ აღემატება ნახშირბადის ვალენტობას (ოთხს), 
შეგვიძლია, დავასკვნათ, რომ Γ მატრიცის წამყვანი 
საკუთარი მნიშვნელობა არ აღემატება ათს (2Δ+2, 
სადაც Δ≤4); ამრიგად, იმ დათქმით, რომ ω1≈10, ხოლო 
ξ1≈8, ვღებულობთ რნბ-მატრიცის დეტერმინანტის 
ათობითი ლოგარითმის შემდეგ მიახლოებით 
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გამოსახულებას:

GG(r) ≈ GG(r) + lg 10n = GG - n             (25)

გავითვალისწინოთ, რომ

U ≈ 10-1 (Q - 8In)                            (26)

და, შესაბამისად, 

υi ≈ 0.1 (ξi - 8)                              (27)

ნათელია, რომ ნაჯერი ნახშირწყალბადების U= Γ(r)  - 
I მატრიცების აპროქსიმაციის სპექტრული რადიუსი  
-0.8≤υ≤0 ინტერვალშია, ხოლო მათი დაყვანილი Γ(r) 
მატრიცისა - [0.2;1]. შესაბამისად, ამ უკანასკნელის 
ნატურალური ლოგარითმი კვლავინდებურად  
რეალური რიცხვებისაგან შედგენილ მატრიცას 
წარმოადგენს.

ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს, რომ

და

სადაც κi უნიშნო ლაპლასიანის i-ური სპექტრული 
მომენტია.

ამრიგად ვღებულობთ:

Tr (ln Γ r)) ≈ 0.000002κ5 - 0.00004κ4 + 0.0005κ3 - 0.0328κ2 
+ 0.3362κ1 - 1.4589n

და

GG(r) = Tr (lnΓ(r)) / ln10 ≈ 0.0000008κ5 - 0.000017κ4 + 
0.0002κ3 - 0.0142κ2 + 0.1460κ1 - 0.6336n

რადგან  GG = n + GG(r), 

   GG ≈ 0.0000008κ5 - 0.000017κ4 + 0.0002κ3 - 
0.0142κ2 + 0.1460κ1 + 0.3663n                  

(28)

და (28) განტოლებების კომბინაციით ვღებულობთ 
ამონახსნს:

GG ≈ 0.3663n + 0.2366m - 0.0267|K1,2| + 
0.0005|K1,3| - 0.000036|D1,1| - 0.0005|C3 | - 
0.00012|K1,4| - 0.00004|C3,1| - 0.000072|C4| + 
0.000008|D2,1| + 0.000096|K1,5| + 0.000008|C4,1| 
+ 0.000008|Φ1| + 0.000008|C5| + 0.000016|C3,2| 
+ 0.000032|Φ2|    	

         (29)

მიღებული განტოლების ავტორების მიერ ადრე 
შემუშავებული მეთოდების [13, 14, 15] საფუძველზე 
განზოგადება ჰეტეროატომების შემცველი 
სისტემებისათვის შემდგომ ამოცანას წარმოადგენს.

დასკვნა
მიღებული შედეგები ცხადყოფს, რომ რნბ-მატრიცის 
დეტერმინანტის ლოგარითმის კორელაციები 
ნივთიერებათა ფიზიკურ-ქიმიურ თვისებებთან 
და ბიოლოგიურ აქტივობებთან წარმოადგენს 
არა შემთხვევითობას, არამედ განპირობებულია 
ხსენებული მოლეკულური დესკრიპტორის ცალსახა 
დამოკიდებულებით მოლეკულებში არსებულ 
ფუნქციურ ჯგუფებზე. მიღებული განტოლებების 
განვრცობა უფრო მაღალი რიგის წევრებით სავსებით 
შესაძლებელია, წარმოადგენს რა მხოლოდ ტექნიკურ 
საკითხს, მაგრამ, პრაქტიკული თვალსაზრისით, 
მნიშვნელობა გააჩნია მხოლოდ ისეთი სისტემების 
მოდელირებისას, როგორებიცაა, მაგალითად, 
ბიომაკრომოლეკულები, ცეოლითები და სხვა.

აღსანიშნავია ის გარემოებაც, რომ (23) განტოლების 
პირველი წევრი (lgω1

n) წარმოადგენს ენტროპიის 
ანალოგიურ ფუნქციას. გარდა ამისა, აღნიშნული 
განტოლების გამოყენება შესაძლებელია ისეთი 
ემპირიული დამოკიდებულებების დასაბუთებისა 
და დაზუსტებისათვის, როგორებიცაა, მაგალითად, 
ტრუტონის, ვალდენისა და დიუკლო-ტრაუბეს წესები.
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ON THE LOGARITHM OF THE DETERMINANT OF THE ANB-MATRIX AS A FUNCTION OF THE 
SIGNLESS LAPLACIAN: 1. CONTRIBUTIONS OF FUNCTIONAL GROUPS
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Abstract:
Logarithm of the determinant of ANB matrices has been fruitfully used for QSAR/QSPR modeling. We have shown that the 
ANB matrix (Γ) can be expressed by using the signless laplassian matrix of the graph and has the following shape for modeling 
saturated hydrocarbons: Γ = 2In + Q . Once the signless Laplacian is positive semi-definite, all eigenvalues of Γ are positive here, 
therefore the logarithm of its determinant equals to the trace of the matrix logarithm. Application of a helper matrix with a 
suitable spectral radius, its expansion into the Taylor-Maclaurin series, and taking into account that the kth trace of the matrix 
yields the kth spectral moment that allows for calculations of embedding frequencies of sub-graphs leads to the following:  
 GG ≈ 0.3663n + 0.2366m - 0.0267|K1,2| + 0.0005|K1,3| - 0.000036|D1,1| - 0.0005|C3 | - 0.00012|K1,4| - 0.00004|C3,1| - 0.000072|C4| + 
0.000008|D2,1| + 0.000096|K1,5| + 0.000008|C4,1| + 0.000008|Φ1| + 0.000008|C5| + 0.000016|C3,2| + 0.000032|Φ2|
It is notewosrthy that, in principle, the GG index can be approximated at an arbitrary precision once the corresponding spectral mo-
ments are calculated. 

Keywords: chemical graph, adjacency matrix, topological index, signless Laplacian, logarithm of a matrix


